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Problema 1. Marius si Alexandru joaca un joc. Pe o foaie de hartie sunt 100 de casute,
initial goale. Intre prima si a doua casuta este desenat semnul inmultirii, intre a doua si a
treia semnul adunarii, apoi iar semnul inmultirii, apoi iar semnul adunarii si asa mai departe.
Cand jocul Incepe, fiecare jucator, incepand cu Marius, scrie Intr-o casuta goala un numar
de la 1 la 100, care nu a mai fost scris inca. Dupa 100 de mutari, se calculeaza rezultatul
operatiei. Daca rezultatul e par, castiga Alexandru, daca nu, Marius. Cine dintre cei doi
jucatori poate castiga garantat?

Solutie: Consideram 50 de casute formate din cate 2 patratele vecine. Alexandru poate
castiga, iar pentru aceasta trebuie de fiecare data cand Marius pune un numar impar intr-o
casutd, el s& pund un numar par in aceeasi casutd si viceversa. In final se aduni 50 de
numere pare, deci rezultatul e par.



Problema 2. Aratati ca pentru orice pereche de numere naturale a si z exista numere

. A A 2
naturale ¢ si b astfel incat a® + z = —

Solutie: Observam ca
(a*+x)(*+z) = (ab)*+2°+2(a®+b*) = (ab)*+2abr+r*+2(a*+b*—2ab) = (ab+x)*+x(a—b)?

Si deci, alegnd b=a + 1, avem (a* +2)((a +1)* +2) = (a® + a+2)* + 2



Problema 3. In triunghiul ABC, fie X, Y si Z picioarele perpendicularelor duse din A, B
si C respectiv, iar H-ortocentrul acestuia. Fie M; si M, mijloacele segmentelor BC' si AH
Aratati ca M, M, este mediatoarea segmentului Y Z.

Solutie: Notam cu O centrul cercului circumscris triunghiului ABC'. Este clar ca OM; este
perpendicular pe BC si deci e paralel cu AM,. La fel, putem afla de exemplu din teorema
sinusului in triunghiurile BOM si ABH ca AMy = OM,, deci patrulaterul format de cele 4
puncte este un paralelogram. Astfel, M; M, este paralel cu OA, deci este perpendicular pe
YZ. La fel, MY = % = M, Z, deci MM, e perpendiculara in triunghiul isoscel MY Z,
deci este si mediatoare.



Problema 4. Aratati ca pentru orice numere reale pozitive a, b si c:

a’ N b3 N c3 >1(\/a2+62+\/b2+c2+\/02+a2>
a?+ab+b>  bV24+bec+c2 a?+ac+c2 T3 2 2 2

Solutie: Pasul cheie e sa consideram:

a’ b3 ? _ b3 c? a’

S, = =
! a2~|—ab+62+bz+bc~|—02+a2~|—ac+c2 th a2+ab~|—b2+62~|—bc+c2+a2+ac+02

Sy =

_ a®—b>
Avem Sy — 5y = ) Hinte =

suficient sa aratam ca:

a® + b b+ A +a? 2, [a>+b? b2 + 2 2 + a?
> —( +

Y.a—b=0. Astfel, S; = Sy, si deci 257 = S} + Sy, deci e

a2~|—ab—|—62+b2+bc+c2+a2+ac~|—02 -3

)

2 2 2
v N . o a3+b3 2 a2+b2
, dar pentru aceasta vom arata fiecare termen in parte, si anume ca P rab B > 3 5
. &g - . A C ex ¢ g8
si analooagele. Impartindambele parti la b si notand ¢ = x, vrem s& aratim ca —£+t- >
3 3 3 3 b x +Z‘+1

2 9”22“, sau ridicand ambele parti la patrat: 9(z+1)? > 2(2?+1)(2*+x+1)?, ce se rezolva
clar din inegalitatea mediilor, sau factorizand diferenta ca (z —1)? pe langd un polinom strict

pozitiv.



